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INVESTIGACIÓN DIDÁCTICA
Resumen. Se analiza el desarrollo de las relaciones entre ﬁ gura y volumen a través de los modelos de vasos comunicantes usados en la enseñanza, 
porque de ellas dependen los diferentes conceptos posibles de volumen y el que cada persona usa en cada caso concreto. Los resultados ponen 
de maniﬁ esto que, en el momento de la enseñanza, los sujetos se pueden clasiﬁ car en tres grupos: los que no memorizan el modelo, los que sólo 
memorizan el modelo y los que además de memorizar el modelo lo extrapolan. También se pone de maniﬁ esto que hay una evolución posterior 
de dichas relaciones, pero no es la misma ni afecta a todos los sujetos. Los resultados indican que hay un grupo de sujetos en los que la evolución 
es nula, otro en los que la evolución es parcial y otro que logra el pleno de las relaciones entre ﬁ gura y volumen.
Palabras clave. Tamaño, volumen, ﬁ gura, relaciones ﬁ gura tamaño, evolución mental. 
Size or volume?
Summary. In this paper we analyse the development of the relationships between ﬁ gure and volume, through the models of Pascal vases used 
in learning, since on these relationships depend the different possible concepts of volume, and the particular model used by each person in each 
speciﬁ c situation. The results show that, at learning time, subjects can be classiﬁ ed in three main groups: those who do not memorize the model, 
those who memorize the model, and those who not only memorize the model but also extrapolate from it. It is also shown that these relationships 
evolve in the subjects after learning, but this evolution is neither the same as all subjects nor affects all of them. Results show that there is a group 
of subjects in which this evolution is null, another group in which there is a partial evolution, and another group that achieves the completeness 
of relationships between ﬁ gure and volume.
Keywords. Size, volume, ﬁ gure, ﬁ gure-size relationships, mental evolution.
INTRODUCCIÓN
El volumen de los cuerpos se elimina en los contextos 
de la estática, la dinámica y la mecánica, debido a las 
condiciones restrictivas de sus respectivos estados. Pero 
dichas condiciones restrictivas de los estados (Fernán-
dez Durán, Jiménez Gómez y Solano Martínez, 2001, 
2002, 2004) nunca se expusieron de manera explícita en 
tales contextos ni en la enseñanza de los mismos.
La eliminación explícita del volumen fue ejecutada por 
Euler, como una exigencia, pues «…Euler observó que 
los enunciados newtonianos son en general correctos sólo 
cuando se aplican a masas concentradas en puntos aisla-
dos; él fue quien introdujo el concepto preciso de masa 
puntual, y suyo es el primer tratado única y exclusivamen-
te dedicado a este concepto» (Truesdell, 1975, p. 108).
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Con posterioridad a Euler, dicha exigencia fue asumida 
sin cuestionamiento alguno en los métodos matemáticos 
desarrollados por Lagrange, Laplace, Hamilton, etc. Es-
tos métodos matemáticos, que fueron y son considerados 
como principios de la mecánica, elevaron la eliminación 
del volumen a la categoría de axioma matemático, pero 
sin aportar fundamento o justiﬁ cación alguna del mismo.
Los contextos antes mencionados han adquirido el ca-
rácter de paradigmas, no sólo como consecuencia de la 
habituación que genera su enseñanza generalizada, sino 
porque su estructura lógica, consecuente con la elimina-
ción del volumen, coincide con el nivel de la estructura 
cognitiva lograda por la mayoría de los individuos.
El concepto de volumen se desarrolla, según Piaget (Pia-
get e Inhelder, 1982), hacia los 12, 13 años de edad, pero 
el concepto de volumen que aparece a dicha edad es el 
que corresponde al lugar ocupado por el cuerpo que se 
identiﬁ ca (tamaño). Este concepto de volumen, que es el 
usual, incluye, junto al espacio que corresponde al en-
tramado estructural del cuerpo, el espacio de los poros y 
huecos que posee el cuerpo. Así, el volumen de un ediﬁ -
cio incluye, junto al espacio intrínseco de su estructura, el 
correspondiente a sus salas, sótanos y ventanas. Cuando 
se quiere designar el volumen intrínseco que correspon-
de a la estructura de un cuerpo, hay que hacer explícitos 
tanto el nivel estructural elegido (entramado molecular, 
moléculas, átomos, núcleos, partículas elementales, 
agregación líquida o agregación gaseosa) como los con-
venios para eliminar o no el volumen correspondiente a 
los huecos y poros, que presente dicho nivel estructural. 
Como se deduce de lo anterior, el volumen de un cuerpo 
no es un concepto unívoco, pues puede referirse al vo-
lumen intrínseco de uno de sus niveles estructurales o 
al lugar ocupado por el mismo (Klopfer, Champagne y 
Chaiklin, 1992; Potari y Spiliotopoulou, 1996).
En los estados inferiores del nivel estructural de la agre-
gación líquida son inexistentes los huecos y poros, por lo 
que el volumen de una porción de líquido en dichos esta-
dos está determinado de manera unívoca. Este volumen 
intrínseco de las porciones de líquido en estos estados es 
el que corresponde al empaquetamiento máximo de sus 
moléculas, Y por ello es imposible su compresión. Cuan-
do una porción de líquido se solidiﬁ ca, la regularidad del 
entramado molecular suele generar un empaquetamiento 
de las moléculas mayor que el del líquido, por lo que el 
volumen del cuerpo obtenido es menor que el volumen 
del líquido del que procede, si no tiene irregularidades 
en la estructura o entramado molecular (el empaqueta-
miento del hielo es anómalo, pues es menor que el del 
agua, cuyo empaquetamiento máximo se da a 4ºC). Para 
que se dé la agregación gaseosa, el empaquetamiento 
entre moléculas o átomos debe tener unos huecos cuyo 
volumen supere al volumen intrínseco de las partículas 
gaseosas en miles de veces. Si el proceso de solidiﬁ ca-
ción ocurre con una diferencia de temperatura pequeña, 
se obtiene un sólido o cuerpo con una gran regularidad 
estructural, pues no presenta huecos ni poros en su entra-
mado molecular. En su origen, el vocablo sólido fue el 
adjetivo caliﬁ cativo de dicha regularidad estructural en 
el entramado molecular, que se obtiene en el proceso de 
solidiﬁ cación y que lo contrapone al líquido. Pero este 
caliﬁ cativo acabó confundiéndose con los de rígido, ﬁ r-
me, duro, macizo, denso, fuerte, etc., y, sustantivado por 
la geometría, sustituyó al cuerpo, pasando posteriormen-
te a los contextos de la física.
La información que los sentidos corporales pueden ob-
tener sobre el volumen se apoya, principalmente, en los 
cuerpos, porque los volúmenes de líquidos y gases se 
obtienen a partir de los recipientes que los contienen. Sin 
embargo, la conceptuación de volumen viene impuesta 
por la necesidad de manipulación de los líquidos y los 
gases. 
Esto es lo que muestran los contextos físicos sobre líqui-
dos y gases. La aparición de los contextos sobre líquidos 
siempre ha sido posterior a la de los correspondientes 
contextos sobre los cuerpos, porque la manipulación de 
los líquidos, necesaria para la delimitación de sus sistemas 
y, consecuentemente, para su identidad, depende de los 
cuerpos (Jones, Lynch y Reesink, 1989; Lynk, 1996; Gao, 
Levine y Huttenlocher, 2000, entre otros). Los contextos 
de los gases son aún más tardíos, porque su manipulación 
es más difícil. La historia muestra que las identidades de 
los diferentes gases se establecieron después de lograr su 
manipulación y delimitación (Brock, 1998).
En el contexto del gas perfecto, el volumen adquiere ca-
rácter de magnitud fundamental y tal carácter es poten-
ciado en el contexto de la termodinámica. Pero este con-
cepto de volumen, que coincide con el desarrollado por 
la geometría, adquiere tal grado de ente que elimina toda 
relación con la información que suministran los sentidos 
corporales y acaba negando sus relaciones básicas con la 
sustancia y con el nivel estructural.
Sin embargo, el concepto de volumen con determinación 
numérica y dependiente de la información suministrada 
por los sentidos es el que corresponde a la regularidad de 
los líquidos y su manipulación, así como a la regularidad 
de los cuerpos sólidos y rígidos.
El proceso mental, que lleva desde el concepto inicial de 
volumen, como lugar o espacio ocupado por un cuerpo 
(tamaño), por ejemplo, el de un árbol, hasta el concepto 
de volumen con determinación numérica elaborado a 
partir de la información suministrada por los sentidos 
corporales, es tan complejo y depende tanto de la mani-
pulación métrica de los líquidos, que lo usual es que se 
adopte el convenio que lo sustituye por su valor numé-
rico o por la expresión mediante la cual se calcula dicho 
valor numérico (Enochs y Gabel, 1984).
Existe una gran cantidad de trabajos experimentales 
cuyo objetivo es detectar cuál es el conocimiento que, 
sobre los líquidos, poseen individuos de diversas edades. 
Entre las distintas tareas sobre el comportamiento de los 
líquidos, que fueron propuestas a los sujetos de investi-
gación, destaca la conocida tarea piagetiana, de predecir 
la superﬁ cie libre de porciones de líquidos contenidas en 
recipientes, no completamente llenos, que se inclinaban 
con distintas orientaciones (nivel del agua de una botella 
o vaso). Según Piaget e Inhelder, la comprensión de la 
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experiencia era completa alrededor de los 11 años. Pero 
trabajos posteriores (Sholl, 1989; Liben, 1991; Lohaus, 
Thomas, Kessler y Gediga, 1996; Pulos, 1997, entre 
otros) ponen de maniﬁ esto un inadecuado conocimiento 
del comportamiento de los líquidos en todas las edades. 
Incluso muchos estudiantes universitarios, más del 40%, 
fracasan en la realización de dicha tarea (Lohaus, Tho-
mas, Kessler y Gediga, 1996).
La horizontalidad de la superﬁ cie libre de una porción 
de líquido contenida en un recipiente, no completamente 
lleno, no suele enseñarse en las clases de ciencias, por lo 
que se puede suponer que su conocimiento debe ser ex-
traído por el propio sujeto a partir de su manipulación de 
los líquidos (Vasta, Belongia y Ribble, 1994). Pero esto 
entraña una gran diﬁ cultad, porque la mayoría de los re-
cipientes que se manipulan conteniendo porciones de lí-
quidos son opacos, poseen una sola superﬁ cie de apoyo, 
están casi llenos de líquido y su manipulación elimina el 
contacto con la superﬁ cie horizontal, ﬁ ja y rígida, en que 
descansaba el recipiente (se elimina el referente inme-
diato). La diﬁ cultad es tal, que una instrucción especíﬁ ca 
sobre la misma sólo ha conseguido un éxito muy limita-
do (Pulos, 1997) e incluso, algunos investigadores han 
sugerido que dicho fracaso sea consecuencia de carecer 
de las estructuras cognitivas necesarias para asimilar la 
experiencia (Sholl, 1989).
A diferencia de los supuestos iniciales de otros trabajos 
sobre los líquidos (Sholl, 1989; Liben, 1991; McAffee 
y Profﬁ tt, 1991; Vasta et al., 1994; Sholl y Liben, 1995; 
Lohaus et al., 1996; Pulos, 1997; Thomas, Lohaus y 
Kessler, 1999; Li, 2000, entre otros), se tuvo en cuenta 
que la enseñanza de los líquidos se limita al contexto de la 
estática y al principio de Arquímedes, y se basa en mode-
los matemáticos que reducen la geometría tridimensional 
de las interacciones entre los cuerpos y los líquidos a una 
geometría lineal y vertical. Por consiguiente, tal enseñan-
za de los líquidos elimina las interacciones en todas las 
orientaciones distintas de la vertical y el volumen. Ello de-
termina, como se quiere poner de maniﬁ esto en la presente 
investigación, que la asimilación de su modelo quede su-
peditada a la estructura cognitiva lograda por los sujetos 
hasta el momento de dicha enseñanza y que la misma sea 
ajena tanto a los volúmenes de cuerpo y líquido, como a la 
evolución del concepto de volumen.
OBJETIVOS
Lo que se indagaba en este trabajo era, en primer lugar, 
el grado de asimilación del modelo sobre el compor-
tamiento de los líquidos en los vasos comunicantes, 
suministrado por la enseñanza; en segundo lugar, la 
capacidad de los sujetos para integrar en su modelo o 
superándolo, las clases de información presentes en las 
experiencias realizadas e inmediatas a las señales de los 
sentidos corporales.
Para la consecución del primer objetivo se han utilizado 
las experiencias de predicción, mientras que para alcan-
zar el segundo objetivo se han utilizado las de llenado.
Las experiencias de predicción, utilizadas en el presente 
trabajo, consistían en peticiones que se formularon junto 
a la presentación de tres tipos de vasos comunicantes, 
que se describen en el apartado siguiente, en los que la 
variable principal era el volumen. Con ellas se indagó el 
grado de asimilación del modelo usado en la enseñanza 
a través de su memorización y su transferencia.
En la segunda parte, las experiencias de llenado, se 
utilizaron los mismos tres tipos de vasos comunicantes, 
procediendo a su llenado hasta la señal indicada; pero 
ahora sólo se dejaba visible el vaso cilíndrico, vertical 
y transparente, en el que se vertía el líquido; mientras 
que el otro vaso se mantenía oculto. El llenado de dichos 
tres tipos de vasos comunicantes tiene como variables la 
duración, el volumen, la ﬁ gura y la altura. El volumen se 
podía obtener de los volúmenes de los frascos llenos de 
líquido con los que se llenaban los vasos comunicantes, 
mientras que la rapidez de llenado del vaso visible de-
pendía de la distribución geométrica de la cavidad del 
vaso oculto.
DISEÑO EXPERIMENTAL
Material
El material empleado fue:
a) El primer tipo de vaso comunicante es el que usual-
mente se emplea en el modelo de enseñanza: Un tubo 
de plástico transparente de 1cm de diámetro interior y 
164cm de longitud fue acodado en forma de U con 30cm 
en la parte inferior horizontal y 67cm en cada una de las 
dos ramas verticales (Figura 1).
Figura 1
b) El segundo tipo de vaso comunicante tenía una rama 
vertical y su parte inferior horizontal iguales al 1, pero la 
otra rama, de la misma altura, era una serie de tres embu-
dos de decantación de 250cc, 100cc y 50cc, conectados 
entre sí de modo que sus ejes de simetría coincidían en 
un solo eje que era vertical (Figura 2).
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Figura 2
c) El tercer tipo de vaso comunicante era similar al 2 
(Figura 3), sólo que la rama con los tres embudos de 
decantación tenía la serie invertida (el de 50cc era el más 
próximo a la parte inferior horizontal).
Figura 3
Los tres modelos de tipos de vasos estaban montados so-
bre soportes de madera y protegidos con espuma de plás-
tico, permitiendo la completa visibilidad a los sujetos.
El líquido utilizado era agua coloreada con azul de 
metileno, contenida en frascos lavadores opacos, los 
cuales quedaban a la vista de los sujetos durante todo el 
proceso.
Muestra 
El colectivo investigado fue un grupo de 180 estudiantes 
universitarios (72 hombres y 108 mujeres), matriculados 
por primera vez en la asignatura Conocimiento del Me-
dio Natural, de segundo curso en las especialidades de 
Maestro en Educación Física y Maestro en Lengua Ex-
tranjera (Inglés y Francés) de la Facultad de Educación 
de la Universidad de Murcia, con edades comprendidas 
entre los 20 y los 27 años (edad media: 21 años).
Procedimiento
La experiencia se llevó a cabo dentro del horario lectivo, 
durante 30 minutos, y se incluyó como una actividad 
más de clase.
A todos los grupos de sujetos se les impartieron las mis-
mas instrucciones.
– Se garantizó el anonimato asignándoles un número al 
azar que permitiría agrupar sus respuestas.
– Se les indicó que el objetivo era obtener información 
de los conocimientos que sobre los líquidos poseían o re-
cordaban, para ajustar los contenidos del presente curso.
Pruebas de predicción
Pa) Se presentaba el tipo de vaso comunicante de la ﬁ -
gura 1 situándolo para que fuese visible para todos y se 
le entregaba a cada sujeto un folio con un dibujo esque-
mático del vaso.
Pb) Se le pedía que comprobara la correspondencia entre 
el objeto y el esquema.
Pc) El entrevistador recitaba: «Imaginad que comienzo a 
echar líquido en esta rama (el experimentador indicaba 
la rama que los sujetos veían a su izquierda) y continúo 
hasta que el líquido llegue hasta aquí (el experimentador 
mostraba una abrazadera de la rama colocada a 60cm de 
la base y marcada en el esquema entregado a los suje-
tos)».
Pd) A continuación se les decía: «tenéis 20 segundos 
para rellenar en el dibujo cómo quedaría el líquido den-
tro del tubo».
Pe) Luego se ocultaba el tipo de vaso comunicante 1 y se 
recogían los folios respuesta.
A continuación se repetían las etapas desde Pa hasta Pe 
para los vasos de tipo 2 y 3 (Figuras 2 y 3), de modo que 
sus ramas de sección constante quedaban a la izquierda 
de los sujetos.
Las pruebas de predicción se realizaron para alcanzar el 
primer objetivo, es decir, indagar en los estudiantes el 
grado de asimilación del modelo sobre el comportamien-
to de los líquidos en los vasos comunicantes, suministra-
do por la enseñanza.
Pruebas de llenado
Las etapas La y Lb eran similares a las Pa y Pb.
Lc) Se procedía a poner una cubierta a la rama que que-
daba a la derecha de los sujetos, que impedía la visibili-
dad de la misma.
Ld) Se procedía a verter líquido hasta que el nivel en la 
rama visible de sección normal constante alcanzaba la 
abrazadera señalada en la etapa Pc.
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Le) A continuación se les decía: «tenéis 20 segundos 
para rellenar en el dibujo cómo ha quedado el líquido 
dentro del tubo».
Lf) Luego se retiraba el tipo de vaso comunicante 1, se 
recogían los folios respuesta.
A continuación se repetían las etapas desde la La hasta 
la Lf para los tipos de vasos 2 y 3, de modo que sus ra-
mas de sección constante quedaban a la izquierda de los 
sujetos y visibles.
Cuando se entregaba el último folio respuesta, se mos-
traban los tres tipos de vasos comunicantes llenos y se 
quitaban las correspondientes cubiertas.
Las pruebas de llenado se utilizaron para alcanzar el se-
gundo objetivo (indagar el nivel de la estructura lograda de 
las clases de información inmediata obtenidas a través 
de los sentidos con posterioridad a la enseñanza de los líqui-
dos recibida).
Por último, se quiere volver a indicar que la diferencia 
entre estas pruebas y las de predicción consiste funda-
mentalmente en el llenado de los tres tipos de vasos 
comunicantes, en los que intervienen como variables la 
duración, el volumen, la ﬁ gura y la altura. 
Datos
Se estimaron como respuestas correctas aquellas en las que 
la altura de la rama derecha era igual o con desviación infe-
rior a 3mm. Los resultados se exponen en la tabla 1 (Anexo 
1) en la que P1, P2 y P3 corresponden a las pruebas de predic-
ción y L1, L2 y L3, a las pruebas de llenado.
Análisis cuantitativo de los datos
Con el ﬁ n de alcanzar los objetivos propuestos, se ha rea-
lizado un análisis cluster de casos. Este análisis empieza 
considerando cada sujeto como cluster; según un criterio 
de similitud se van agrupando a los otros similares entre 
sí o éstos a un cluster ya formado. El proceso continúa, 
paso a paso, hasta que todos los sujetos se encuentran 
bajo un mismo cluster (Dixon et al., 1990). Para ello, 
se utilizó como método de agrupamiento una mínima 
distancia, más concretamente una distancia cero e igual 
similitud para que permita la mejor diferenciación entre 
los cluster de casos.
En el anexo 2 aparecen, a modo de ejemplo, los siete 
agrupamientos de estudiantes (cluster) obtenidos en la 
prueba de predicción (variables P1, P2 y P3).
En el anexo 3 se expone la gráﬁ ca 1, que corresponde con 
los resultados de los diferentes cluster obtenidos al utilizar 
la variable P1 (resultados correctos o incorrectos respecto 
de la predicción de la Figura 1); con las variables P1, P2 
y P3 (predicciones de los vasos 1, 2 y 3); y las variables 
P1, P2, P3, L1, L2 y L3 (pruebas de predicción y llenado 
de los vasos 1, 2 y 3), en los que las letras, por ejemplo 
Aaa, representan un subgrupo del Aa, y éste, a su vez, es 
un subgrupo de A. El número representa a los estudiantes 
que conforman el mismo cluster y las letras C e I indican 
si la respuesta de los estudiantes es correcta o incorrecta, 
en relación con las variables P1, P2, P3, L1, L2 y L3.
En el anexo 4 ﬁ gura la gráﬁ ca 2, donde se exponen los 
diferentes cluster obtenidos al utilizar las variables L1, 
L2 y L3 (pruebas de llenado de los vasos de las Figuras 
1, 2 y 3) y su relación con las variables P1, P2 y P3 (prue-
bas de predicción de llenado de los vasos 1, 2 y 3).
Los gráﬁ cos 1 y 2 se han realizado para aclarar, interpre-
tar y seguir de manera clara el análisis de los resultados 
obtenidos.
RESULTADOS
El primer resultado a considerar son los 13 sujetos que no 
admiten otra clasiﬁ cación que la de ser excluidos debido 
a que no respondieron a la mayoría de las preguntas, lo 
que hace cambiar o modiﬁ car los cluster obtenidos. Es-
tos estudiantes representan el 7,2 %, lo que garantiza el 
carácter estadístico del colectivo de sujetos sometidos a la 
experiencia. En total la muestra analizada está constituida 
por 167 estudiantes de los 180 que se presentaron.
El segundo resultado a considerar son los 104 que respon-
den correctamente a la primera predicción (grupo A). Estos 
104 sujetos representan la eﬁ cacia de la enseñanza, porque 
memorizan el modelo que en ésta se muestra. Por el contra-
rio, los 63 sujetos que dan respuesta incorrecta indican la 
ineﬁ cacia de la enseñanza (grupo B). Estos datos conﬁ rman 
que la eﬁ cacia de la enseñanza para lograr la memorización 
de un modelo es algo menor a las dos terceras partes del 
colectivo sometido a ella; mientras que resulta ineﬁ caz para 
memorizar dicho modelo en algo más de una tercera parte 
de dicho colectivo. Estos resultados coinciden con los ge-
nerales que se obtienen para cualquier colectivo estadístico 
sometido a cualquier tarea concreta de enseñanza, con inde-
pendencia de contenidos, técnicas, métodos, etc.
Respecto del grupo A se puede decir que ha evolucio-
nado su capacidad (nivel de estructura cognitiva) hasta 
poder integrar en el modelo transmitido por la enseñanza 
las clases de información presentes en la experiencia; 
mientras que para el grupo B no se presenta dicha evolu-
ción (Anexo 3, Gráﬁ co 1).
Dentro del grupo A que memorizan el modelo enseñado 
hay dos clases netas: la de los que transﬁ eren el modelo 
enseñado, que son 58 sujetos (55,8 % de los que memo-
rizan el modelo y 34,7 % del total) (grupo Aa); la de los 
que no lo transﬁ eren, que son 46 (44,2 % de los que 
memorizan y 27,5 % del total) (grupo Ab). Los sujetos 
del grupo Aa poseían, en el momento de la enseñanza 
del modelo, un nivel de estructura cognitiva superior a 
la exigida por el aprendizaje de dicho modelo. Mientras 
que el nivel de la estructura cognitiva de los sujetos del 
grupo Ab sólo era el necesario para dicho aprendizaje, ya 
fuese éste asimilativo o de memorización persistente.
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Dentro del grupo Aa o sujetos que transﬁ eren el modelo 
aprendido, hay un subgrupo de 45 sujetos (77,6 % del 
grupo, 43,3 % de los que memorizan el modelo y 27,9 % 
del total) (grupo Aaa) que lo transﬁ eren a los dos casos 
propuestos; mientras que sólo 13 sujetos (22,4 %; 12,5 %; 
7,8 %) (grupo Aab) lo transﬁ eren a uno de los dos casos 
propuestos. Los sujetos del grupo Aaa poseían, en el mo-
mento de la enseñanza, un nivel de estructura cognitiva 
superior al necesario para la transferencia del modelo. 
Los sujetos del grupo Aab poseían, en el momento de la 
enseñanza, un nivel de estructura cognitiva ligeramente 
superior al necesario para el aprendizaje del modelo.
Dentro del grupo Aaa (45 sujetos) hay un subgrupo ma-
yoritario Aaaa (36 sujetos) que responde correctamente 
a la información de llenado en los tres casos propues-
tos; mientras que el resto (9 sujetos) subgrupo Aaab no 
responde correctamente a la información de llenado. 
Dentro del grupo Aaab hay un grupo mayoritario Aaaba 
(7 sujetos) que responde correctamente a la información 
de llenado en dos de los tres casos propuestos. El grupo 
Aaabb está integrado por dos sujetos: uno de éstos res-
ponde de manera incorrecta a la información de llenado 
en dos de los tres casos propuestos y el otro en los tres. 
El grupo Aaaa indica una estructura cognitiva superior a 
la necesaria para integrar la información de llenado en 
los tres casos propuestos. El grupo Aaaba posee un nivel 
de estructura cognitiva capaz de integrar sólo parte de la 
información de llenado; mientras que el grupo Aaabb po-
see un nivel de estructura cognitiva capaz de memorizar, 
pero incapaz de integrar la información de llenado.
En el grupo Aab hay un subgrupo Aaba con 5 sujetos en 
los que la transferencia del modelo está apoyada en la 
sensación de que los líquidos son pesados; mientras que 
en el resto, grupo Aabb, con 8 sujetos, la transferencia 
está apoyada en la sensación de que los líquidos son li-
vianos. En el grupo Aaba existen 3 sujetos (grupo Aabaa) 
que han integrado la información procedente de la prue-
ba de llenado en los tres tipos de vasos comunicantes 
presentados, mientras que los otros 2 estudiantes (grupo 
Aabab) no han sido capaces de integrar dicha informa-
ción, de ahí que respondan de manera incorrecta a todas 
las preguntas de la prueba de llenado. Respecto al grupo 
Aabb, 3 estudiantes (grupo Aabba) integran de manera 
correcta la información recibida en las pruebas de lle-
nado. En cambio, tres sujetos (grupo Aabbb) integran la 
información irregular debido al volumen pero no la re-
gular debido a la altura, mientras que los dos estudiantes 
del grupo Aabbc no integran en el modelo enseñado nada 
de la información observada a través de los sentidos en 
la prueba de llenado.   
El grupo Ab (46  sujetos que memorizan el modelo en-
señado, pero no son capaces de transferirlo) se divide 
en un grupo Aba de 11 sujetos, otro Abb de 15 sujetos y 
otro Abc de 20 sujetos. El grupo Aba poseía un nivel de 
estructura cognitiva suﬁ ciente para asimilar el modelo 
y, aunque no permitió transferencia alguna, su progreso 
posterior le permite integrar toda o la mayor parte de la 
información de llenado de manera correcta. El grupo 
Abb está constituido por los sujetos cuyo nivel de es-
tructura cognitiva sólo les permitió la memorización del 
modelo, pero ha resultado nulo el progreso posterior de 
su estructura cognitiva, lo que les lleva a repetir las pre-
dicciones a pesar de la información de llenado. El grupo 
Abc son sujetos en los que se ha dado evolución de la 
estructura cognitiva, pero ésta ha sido incorrecta, por lo 
que resulta inadecuada la integración de la información 
de llenado.
El grupo B (sujetos cuyo nivel de estructura cognitiva, 
en el momento de la enseñanza, era inferior al necesario 
para lograr el aprendizaje) se divide en tres cluster B1, 
B2 y B3. El grupo B1, a su vez, se divide en B1a, forma-
do por 11 estudiantes e indica que existe una evolución 
de su estructura cognitiva, posterior a la enseñanza del 
modelo, apta para integrar parte de la información de 
llenado; el grupo B1b formado por 39 estudiantes y que 
indica que existe ausencia en la evolución de su estruc-
tura cognitiva. En dicho grupo, B1, se han eliminado 6 
estudiantes ya que si no tienen el modelo de enseñanza 
(P1 = I), resulta difícil que respondan de manera correcta 
al llenado del mismo vaso comunicante (L1 = C), por 
ello esta última respuesta puede deberse a que no la 
entendieron, respondieron al azar, no la comprendieron, 
etc.; a este subgrupo se le ha denominado B1x. Los 
grupos B2 y B3 fueron clasiﬁ cados de manera análoga 
al grupo B1. De ahí que existiera un grupo mayoritario, 
formado por 41 estudiantes (B1b + B2b + B3b, Gráﬁ ca 
1) que se caracteriza porque no existe evolución en su 
estructura cognitiva, y un segundo grupo formado por 
15 sujetos (B1a + B2a, Gráﬁ ca 1) en los que sí se detecta 
dicha evolución.
Respecto de los datos relativos a la información de lle-
nado (Anexo 4, Gráﬁ co 2) hay un grupo, el La formado 
por 52 estudiantes que integra correctamente la informa-
ción de llenado en los tres casos propuestos. Otro Lb (20 
sujetos) que lo hace en dos de los tres casos propuestos. 
Otro Lc (34 sujetos) que lo hace sólo en uno de los tres 
casos propuestos. Otro Ld (61 sujetos) que no lo hace en 
ninguno de los tres casos propuestos.
El grupo La se divide en un grupo Laa (36 sujetos) en 
el que el nivel de estructura cognitiva, alcanzado en el 
momento de la enseñanza, permitía la integración de la 
información de llenado, y otro grupo Lab (14 sujetos) 
en el que se ha producido un avance en el nivel de es-
tructura cognitiva capaz de integrar completamente la 
información de llenado a pesar de sus carencias en el 
momento de la enseñanza. Dentro del grupo Lab hay un 
grupo Laba (6 sujetos) cuyo progreso en el nivel de la 
estructura cognitiva es pequeño, pues se encontraba ini-
ciando el nivel de transferencia en el momento de la en-
señanza. Hay otro grupo Labb (8 sujetos) cuyo progreso 
en nivel de estructura cognitiva es algo mejor, pues en el 
momento de la enseñanza éste sólo les permitió asimilar 
el modelo enseñado, pero sin transferencia alguna. 
El grupo Lb (20 sujetos), que integra la información de 
llenado en dos de los casos propuestos, se divide en un 
grupo Lba (13 sujetos) en el que integran la información 
irregular debida al volumen, pero no regular debida a la 
altura, y otro Lbb (3 sujetos) que mezclan ambas clases 
de información.
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El grupo Lc (34 sujetos), que integra la información 
de llenado en sólo uno de los tres casos propuestos, se 
divide en el grupo Lca (2 sujetos) que aprecian la regu-
laridad temporal de la altura, pero no la irregularidad. 
El grupo Lcb (11 sujetos) que aprecian la irregularidad 
temporal creciente de la altura, pero no la decreciente ni 
la regularidad. El grupo Lcc (2 sujetos) que aprecian la 
irregularidad temporal decreciente de la altura, pero no 
la creciente ni la regularidad.
El grupo Ld (61 sujetos) se divide en el grupo Lda (22 
sujetos) donde la información de llenado se ha integrado 
negativamente, por lo que se desdicen de los aciertos 
hechos en las predicciones anteriores, y el grupo Ldb 
(39 sujetos) que conservan su incapacidad completa de 
predicción a pesar de la información de llenado.
Los estudiantes de los grupos Lax (2 sujetos) y Lbx (4 
sujetos) se han eliminado porque no responden a los 
objetivos de la investigación, es decir son sujetos que 
responden de manera incorrecta a la pregunta referida 
al comportamiento de los líquidos en los vasos comuni-
cantes, suministrados por la enseñanza (variable P1) y, 
en cambio, responden de manera correcta en las pruebas 
de llenado de los vasos comunicantes (variables L1, L2 
y L3). 
También han sido eliminados los estudiantes del grupo 
Lcx (15 sujetos) porque respondieron a la información 
de llenado (variables L1, L2 y L3) de igual manera que 
a las preguntas de la prueba de predicción (P1, P2 y P3), 
es decir son sujetos que no han modiﬁ cado sus tipos de 
respuestas a pesar de la información suministrada en las 
pruebas de llenado, es decir no contribuyen a clariﬁ car el 
segundo objetivo de la investigación.
CONCLUSIONES
Los anteriores resultados ponen de maniﬁ esto que:
a) El 21,5% de los alumnos universitarios han alcanzado 
un nivel de estructura cognitiva superior al necesario, 
para estructurar la información sobre los líquidos, ya 
que:  
– En las pruebas de predicción, memorizaron el modelo 
correspondiente al comportamiento de la porción de líquido 
en el primer tipo de vaso comunicante (variable P1 = C) y 
transﬁ eren el modelo enseñado al comportamiento de las 
porciones de líquidos en los otros dos tipos de vasos comu-
nicantes (variables P2 y P3 = C).
– Además, en las pruebas de llenado, obtienen la infor-
mación sobre los líquidos que existe en dichas pruebas y 
la integran en su modelo sobre el comportamiento de las 
porciones de líquido puesto que responden correctamen-
te a la información de llenado en los tres casos (Variables 
L1, L2 y L3 = C).
Estos alumnos han logrado el pleno de sus relaciones en-
tre ﬁ gura y volumen y, por tanto, representan el máximo 
nivel o logro alcanzado en las experiencias propuestas 
para la consecución de los objetivos del trabajo. 
b) Un 13,2 % de los alumnos ha alcanzado un nivel cog-
nitivo que les permite estructurar la información de los 
líquidos, pero que aún necesita de práctica y acomoda-
ción. Estos alumnos han respondido de manera correcta 
a todas las pruebas de predicción pero no a todas las de 
llenado [(P1, P2, P3) = (C, C, C) y (L1, L2, L3) ≠ (C, C, 
C)] o de manera correcta a la primera prueba de predic-
ción y a una de las otras dos [(P1, P2, P3) = (C, C, I) o 
(C, I, C)].
c) El 37,8% de los alumnos universitarios presentan un 
nivel de estructura cognitiva inadecuada para los conte-
nidos, métodos o técnicas de la enseñanza actual de los 
líquidos. Todos ellos respondieron de manera incorrecta 
a la primera prueba de predicción [(P1, P2, P3) = (I, I, I) 
o (I, I, C) o (I, C, I) o (I, C, C)]. 
d) El 27,5% restante presentan niveles de estructura cog-
nitiva que pueden aprender los modelos que estructuran 
la información sobre los líquidos, pero que son incapaces 
de establecer dicha estructura. Estos alumnos son inca-
paces de transferir el modelo aprendido a los otros tipos 
de vasos comunicantes [(P1, P2, P3) = (C, I, I)].
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ANEXO 1
Tabla 1
Datos obtenidos en las pruebas de predicción (P1, P2 y P3) y en las pruebas de llenado (L1, L2 y L3). 
C indica respuesta correcta. I indica respuesta incorrecta.
PRUEBAS DE 
PREDICCIÓN
PRUEBAS DE 
LLENADO Nº DE 
SUJETOS
PRUEBAS DE 
PREDICCIÓN
PRUEBAS 
DE 
LLENADO
Nº DE 
SUJETOS
P1 P2 P3 L1 L2 L3 P1 P2 P3 L1 L2 L3
C C C
C C C 36
C I I
C C C 8
C C I 0 C C I 1
C I C 0 C I C 2
I C C 7 I C C 0
C I I 0 C I I 15
I C I 0 I C I 0
I I C 1 I I C 4
I I I 1 I I I 16
C C I
C C C 3
I C I
C C C 0
C C I 0 C C I 0
C I C 0 C I C 0
I C C 0 I C C 0
C I I 0 C I I 0
I C I 0 I C I 0
I I C 0 I I C 0
I I I 2 I I I 0
C I C
C C C 3
I I C
C C C 1
C C I 0 C C I 0
C I C 0 C I C 0
I C C 3 I C C 0
C I I 0 C I I 0
I C I 0 I C I 1
I I C 0 I I C 3
I I I 2 I I I 1
I C C
C C C 0
I I I
C C C 1
C C I 0 C C I 1
C I C 0 C I C 2
I C C 1 I C C 3
C I I 0 C I I 2
I C I 0 I C I 2
I I C 0 I I C 6
I I I 0 I I I 39
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ANEXO 2
SUMMARY STATISTICS FOR 7 CLUSTERS
  VARIABLE BETWEEN SS DF WITHIN SS DF F-RATIO PROB
 P1 39.234  6 0.000 160 – –
 P2 35.425  6 0.000 160 – –  
 P3 38.443  6 0.000 160 – – 
 
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
 CLUSTER NUMBER:   1
         MEMBERS                                                                                                                        STATISTICS
 CASE DISTANCE  |  VARIABLE  MINIMUM MEAN MAXIMUM ST.DEV.
 8  0.00 |  P1 2.00 2.00 2.00 0.00
 16 0.00 | P2 2.00 2.00 2.00  0.00
 18 0.00 | P3 2.00  2.00 2.00 0.00
 21 0.00 |   37 0.00  | 
 25 0.00 |   38 0.00  |
 26 0.00 |   39 0.00  |
 30 0.00 |   43 0.00  |
 33 0.00 |   49 0.00  |
 35 0.00 |   55 0.00  |
 57 0.00 |   121 0.00  |
 59 0.00 |   122 0.00  |
 61 0.00 |   125 0.00  |
 63 0.00 |   127 0.00  |
 64 0.00 |   132 0.00  |
 66 0.00 |   133 0.00  |
 71 0.00 |   136 0.00  |
 72 0.00 |   138 0.00  |
 75 0.00 |   139 0.00  |
 78 0.00 |   140 0.00  |
 80 0.00 |   146 0.00  |
 81 0.00 |   153 0.00  |
 83 0.00 |   155 0.00  |
 85 0.00 |   158 0.00  |
 99 0.00 |   160  0.00  |
 CASE DISTANCE      164  0.00  |
 100 0.00 |   165  0.00  |
 107 0.00 |   166  0.00  |
 110 0.00 |   169  0.00  |
 113 0.00 |   170  0.00  |
 118 0.00 |   179  0.00  |
 
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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 CLUSTER NUMBER:   2
         MEMBERS                                    STATISTICS
 CASE DISTANCE  |  VARIABLE  MINIMUM MEAN MAXIMUM ST.DEV.
 2  0.00 |  P1 1.00 1.00 1.00 0.00
 6 0.00 | P2 1.00 1.00 1.00 0.00
 10 0.00 | P3 1.00  1.00 1.00 0.00
 20     91 0.00  | 
 27 0.00 |   93 0.00  |
 28 0.00 |     |
 29 0.00 |   CASE DISTANCE
 34 0.00 |   94 0.00  |
 36 0.00 |   96 0.00  |
 42 0.00 |   98 0.00  |
 44 0.00 |   101 0.00  |
 45 0.00 |   102 0.00  |
 51 0.00 |   103 0.00  |
 54 0.00 |   105 0.00  |
 67 0.00 |   106 0.00  |
 68 0.00 |   111 0.00  |
 73 0.00 |   124 0.00  |
 74 0.00 |   128 0.00  |
 82 0.00 |   130 0.00  |
 86 0.00 |   137 0.00  |
 87 0.00 |   142 0.00  |
 89 0.00 |   143 0.00  |
 149 0.00 |   172 0.00  |
 162 0.00 |   176  0.00  |
 163 0.00 |   178  0.00  |
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
CLUSTER NUMBER:   3
         MEMBERS                                                                                                                         STATISTICS
 CASE DISTANCE  |  VARIABLE  MINIMUM MEAN MAXIMUM ST.DEV.
 84  0.00 |  P1 2.00 2.00 2.00 0.00
 120 0.00 | P2 2.00 2.00 2.00 0.00
 126 0.00 | P3 1.00  1.00 1.00 0.00
 129 0.00 |    
 145 0.00 |    
 174 0.00 |   
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
CLUSTER NUMBER:   4
         MEMBERS                                                                                                                         STATISTICS
 CASE DISTANCE  |  VARIABLE  MINIMUM MEAN MAXIMUM ST.DEV.
 131  0.00 |  P1 2.00 2.00 2.00 0.00
   | P2 1.00 1.00 1.00 0.00
   | P3 1.00  1.00 1.00 0.00
 -----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
CLUSTER NUMBER:   5
         MEMBERS                                                                                                                         STATISTICS
 CASE DISTANCE  |  VARIABLE  MINIMUM MEAN MAXIMUM ST.DEV.
 14  0.00 |  P1 1.00 1.00 1.00 0.00
 56 0.00 | P2 1.00 1.00 1.00 0.00
 76 0.00 | P3 2.00  2.00 2.00 0.00
 147 0.00 |    
 171 0.00 |    
 174 0.00 |   
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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CLUSTER NUMBER:   6
         MEMBERS                                                                                                                         STATISTICS
 CASE DISTANCE  |  VARIABLE  MINIMUM MEAN MAXIMUM ST.DEV.
 3  0.00 |  P1 1.00 1.00 1.00 0.00
 47 0.00 | P2 2.00 2.00 2.00 0.00
 60 0.00 | P3 1.00  1.00 1.00 0.00
 69 0.00 |    
 70 0.00 |    
 150 0.00 |   
 151 0.00 |    
 152 0.00 |   
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
CLUSTER NUMBER:   7
         MEMBERS                                                                                                                        STATISTICS
 CASE DISTANCE  |  VARIABLE  MINIMUM MEAN MAXIMUM ST.DEV.
 1  0.00 |  P1 1.00 1.00 1.00 0.00
 4 0.00 | P2 2.00 2.00 2.00  0.00
 5 0.00 | P3 2.00  2.00 2.00 0.00
 7 0.00 |   CASE DISTANCE 
 9 0.00 |   77 0.00  |
 11 0.00 |   79 0.00  |
 12 0.00 |   90 0.00  |
 13 0.00 |   92 0.00  |
 15 0.00 |   97 0.00  |
 17 0.00 |   104 0.00  |
 19 0.00 |   109 0.00  |
 22 0.00 |   115 0.00  |
 23 0.00 |   117 0.00  |
 24 0.00 |   119 0.00  |
 31 0.00 |   134 0.00  |
 32 0.00 |   141 0.00  |
 40 0.00 |   148 0.00  |
 41 0.00 |   156 0.00  |
 46 0.00 |   157 0.00  |
 48 0.00 |   159 0.00  |
 50 0.00 |   161 0.00  |
 52 0.00 |   167 0.00  |
 53 0.00 |   168 0.00  |
 58 0.00 |   175  0.00  |
 65 0.00 |   177  0.00  |
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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